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ONDAS EN GENERAL

Estamos acostumbrados a escuchar sonidos, a recibir y enviar informacion con teléfonos
celulares, y a recibir ondas para ver television y escuchar radio. En todos los casos lo que
recibimos y enviamos son ondas. Cuando hablamos, emitimos ondas sonoras. Muchas
personas, que se dedican a la musica, se encuentran familiarizados con ondas que se propagan
por una cuerda. Por otro lado, recientemente se demostro la existencia de las ondas
gravitacionales, las cuales se comienzan a propagar cuando los cuerpos con masa se aceleran.

Cuando una persona habla, o cuando una antena emite, la informacién no se propaga a
velocidad infinita, sino a una velocidad finita. Esas propagaciones se llevan a cabo por medio
de ondas.

Estas ondas poseen un modelo matematico, que es el de una funcion viajera.

Veamos el siguiente ejemplo en un circuito eléctrico, en el cual también se establecen ondas:
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Si los cables estan separados por aire o vacio, las ondas de voltaje y de corriente se propagan a
velocidad de la luz = 300000Km/s. Supongamos que usamos un plastico dieléctrico para
poder mantener firmes a los cables de arriba y de abajo. Esto hard que la velocidad se reduzca
un poco. Supongamos para este ejemplo que la velocidad es de 200000Km/s.

La llave S esta abierta (abierta=no permite el paso de corriente) y se cierra en el instante
t=(-10)ns. Supongamos que la llave es suficientemente rapida como para estar cerrada por
10ns (1ns=10"s). Luego, en t=0, abrimos la llave, esperamos 20ns mas hasta t=20ns, y
“tomamos una foto” de la situacion:
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Entre t=(-10)ns y t=+20ns han transcurrido 30ns, y la informacion de que se cerro la llave se
ha propagado una distancia de 6m (ver figura anterior). Mas alld, para x>6m, no hay ni
diferencia de potencial entre el alambre de arriba y el de abajo, ni tampoco corriente, porque
sencillamente la informacion no ha llegado a esa region.

Para 4m<x<6m, ha llegado la informacion de que la llave se cerrd, pero no atiin de que la llave
se volvio a abrir. Es por eso que en esa region la diferencia de potencial entre cables es de Vo,
con una corriente no nula.

Finalmente, para x<4m, ha llegado la informacion de que la llave se habia cerrado, y también
de que se volvid a abrir, por lo cual la diferencia de potencial, campo eléctrico y corriente son
nulos.

Podemos modelar matematicamente a esta onda haciendo un grafico de diferencia de
potencial en funcion de x. Por supuesto que el diagrama va a ser distinto dependiendo del
instante de tiempo que se esta considerando:
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Compare la fig. 1 con la fig. 2. Vemos cémo la onda se modela con una funcion matematica.
Pero esa funcion matemadtica es viajera, ya que por ejemplo en este caso, a medida que
transcurre el tiempo la funcion se va desplazando hacia +x.

Entonces la funcion, en este caso AV, depende de x y también del tiempo. Es una funcién de
dos variables. ;Como podemos escribirla? Es asi: primero escribimos la funcion para t=0:

Vo 0<x<2
AV(x,0) =

0 otros x

Para convertir esta funcion fija en funcidn viajera, solo hay que reemplazar todas las x por (x-
ct), donde c es la velocidad de propagacion, si la onda se mueve hacia +x. Y reemplazar todas
las x por (x+ct) si la onda se mueve hacia -x. En este ejemplo, c=2 10 m/s y la onda se mueve
hacia +x. Entonces:



Vo 0<x—210%t<2
AV(x,t) = €Y

0 otros x — 2 108t

Veamos si lo hicimos bien. Si reemplazamos t=20ns, nos queda:

Vy 0<x—-4<2
AV (x, 20ns) ={

0 otros x — 4

Es decir:

Vs 4<x<6
AV (x,20ns) =

0 otros x

La cual coincide con la fig. 1 y con la fig. 2.

En definitiva, siempre que veamos una funcion de la forma f(x-ct), podria tratarse de una onda
que se mueve hacia +x. Y siempre que veamos una funcion de la forma f(x+ct), podria tratarse
de una onda que se mueve hacia -x. Digo “podria tratarse” porque no cualquier funcién viajera
es una onda, lo cual veremos mas adelante.

Tengamos también en cuenta que al ser la funcion de onda (en el ejemplo anterior AV) una
funcion de “x” y de “t”, puede graficarse respecto de x para t constante (como ya hemos
hecho) y también puede graficarse respecto de t para x constante. Si por ejemplo

consideramos el punto x=4m, al reemplazar el valor de x en la (1) queda:

Vo 10ns <t < 20ns
AV (4,t) =
0 otrost
A AV(4,t)
Vo
t [ns]
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Otro ejemplo: sea la siguiente funcion (coseno elevado) de x:
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¢(x,0)
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Convertirla en una onda viajera que vaya hacia (-x) con una velocidad de 3m/s.

Solucion: primero escribimos la funcion ¢(x,0):

T
$(x,0) = 5[1+COS(§x)] —2<x<2

0 otros x

(14

Ahora lo convertimos en una funciéon de “x” y de “t”, que representa a la onda viajera. Como
la onda viaja hacia el (-x) a 3m/s, se debe reemplazar cada “x” por (x+3t).

5 1+cosf(x+3t) —2<x+3t<?2
(1) = Drel; ! @)

0 otros x,t



ECUACION DE ONDA

Una onda estéa descripta por una funcion matematica ¢(x,y,z,t). En el apartado anterior vimos
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ondas que solo dependian de “x” y de “t”, pero en general pueden ser funcidn de las tres
coordenadas espaciales.

La onda puede ser mecanica, en la cual la perturbacion ¢(x,y,z,t) consiste en el apartamiento
con respecto al equilibrio de una cuerda (caso de ondas en cuerdas), de una molécula de aire
(caso de ondas sonoras que se propagan en el aire), etc. También la onda puede ser
electromagnética, para la cual la perturbacion es el campo eléctrico o magnético. También,
como vimos recientemente, una onda puede ser un voltaje o una corriente de un circuito
eléctrico.

Para poder saber si una funcion matematica representa una onda, tenemos que verificar que,
reemplazada en la ecuacion de onda, cumpla con la igualdad.

La ecuacion de onda es:

La funcion ¢ puede ser un escalar, o también un vector. Por ejemplo, en las ondas
electromagnéticas la funcion es el campo eléctrico, es decir, un vector. En ese caso el

laplaciano es el laplaciano vectorial. Por ejemplo, si E= E\i+Ej+ Esk:

V2E = V2E, i + V2E, j + V?Es k

(Y1)

Si la funcién ¢ depende solo de “x y de “t” entonces la (3) se escribe como:

Siendo la (4) la ecuacion de onda unidimensional.

Como ejercicio, verifique que la (2) es una onda, reemplazando su funcion (2) en la (4).
Obtendra |c|=3 como igualdad si —2 < x + 3t < 2, y obtendra 0 = 0 para otros x, t.

Muchas veces, la funcion de onda esta expresada en coordenadas cilindricas o esféricas. En
este caso, el laplaciano de la (3) debe usarse en el sistema de coordenadas que se esté usando.



Por ejemplo, para coordenadas esféricas, en el caso en que 0 es el angulo azimutal y ¢ es el
angulo medido desde el “polo norte”, la ecuacién de onda es:
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Si la funcion ¢ no depende ni de 6 ni de ¢, entonces la anterior se reduce a:
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ONDAS ARMONICAS

Asi como en dos ejemplos que vimos al principio estudiamos una onda en forma de pulso
cuadrado y otra de coseno levantado, existen infinitas funciones de onda que podemos
imaginar. Pero hay una que ocuparda mucho nuestra atencion: la onda armonica. La onda
armonica es un coseno que no tiene ni principio ni fin, ni en el espacio ni en el tiempo (a
diferencia del coseno elevado del ejemplo que vimos antes, que comenzaba en -2 y terminaba
en 2). La onda armoénica que solo depende de “x” y de “t” posee la siguiente forma:

Si la onda va hacia (+x):

¢(x,t) =Acos(kx —wt+ &) (6)

Si la onda va hacia el (-x):

d(x,t) =Acos(kx+wt+ &;)

Donde A es la amplitud [unidad de medida depende del tipo de onda]. La funcién ¢ posee un
minimo valor de (-A) y un maximo valor de A.

El valor &; se llama ““fase inicial”.
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Parametros espaciales: si graficamos la funcion ¢ respecto de “x” para t=to constante, es decir

“una foto”, podemos distinguir la longitud de onda A [en metros] como la distancia para la
cual la onda vuelve a repetirse.

-A




En el cual, si la onda se mueve hacia +x:

w tO — 61'
Xpmax = —k

Como vemos en la ecuacion anterior, un cambio en la fase inicial 6;, lo que produce es un
desplazamiento horizontal de la onda.

La constante “k” se llama “numero de onda” si la funcion solo depende de “x”. Pero es un
vector, “vector de onda” si la funcion depende de alguna otra coordenada.

El valor de “k” sale de observar que si la funciéon ¢ de (6) tiene que repetirse por primera vez

cuando “X” aumenta en A, entonces:

[k(x+AD)—-—wt+6]—(kx—wt+ 6;) =27

Ya que el coseno tiene periodicidad (27). Entonces:

También puede definirse la frecuencia espacial v como la inversa de la longitud de onda:

1

V= [m~1]

arametros temporales: si graficamos la funcion ¢ respecto de ara X=Xo constante
P tros t 1 fi la fi to de “t” tant

podemos distinguir el periodo T [en segundos] como el tiempo que debe transcurrir para que

la onda vuelva a repetirse.



VAVAVAY;

En el cual, si la onda se mueve hacia +x:

k.X'O + 61'
tax =———

La constante “o” se llama “frecuencia angular”. El valor de “®” sale de observar que si la
funcion ¢ de (6) tiene que repetirse por primera vez cuando “t” aumenta en T, entonces:

[kx—w(t+T)+6]—(kx—wt+6;) =—-2m

Ya que el coseno tiene periodicidad (27). Entonces:

También puede definirse la frecuencia como la inversa del periodo (cuantas veces por
segundo la funcién de onda se repite):



Relacion entre los pardmetros espaciales y los temporales:

Si en (6) sacamos factor comun k:

¢=Acos[k(x—%t)+5i]

. , .. . w .
Evidentemente, al ser ésta una onda viajera, el cociente - debe ser la velocidad de

propagacion:

Para resumir respecto a la fase inicial i, diremos que sirve para hacer el ajuste, de modo que
la funcion de onda tenga un determinado valor en un cierto punto y en un cierto momento. Por
ejemplo si es dato que en t=2s, x=2.5m, y que el valor de ¢ es de 0.4A, podemos determinar el
valor de 6.



ONDA PLANA Y ONDA ESFERICA

Supongamos una onda que sale del punto P (por ejemplo una onda electromagnética emitida
desde una antena colocada en P). El emisor envia ondas en todas direcciones:

Espacio de estudio #1

1~
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Espacio de estudio #2

A medida que la onda se aleja del emisor, su amplitud va disminuyendo, ya que toda la
potencia de P se va distribuyendo en un area cada vez mas grande. En efecto, a una distancia
D del emisor, el area transversal que atraviesa la onda es (4nD?). Esto hace, entonces, que la
amplitud en el punto A de la figura sea mucho mayor que la del punto B. Para tener esto en
cuenta, una persona que estudia la onda en el “espacio de estudio #1” tendra que escribir una
ecuacion para la funcion de onda con la siguiente forma (si la onda fuera armonica):

¢ = A(r)cos(kr — wt + §;)

Donde r es la distancia desde el punto que se estd considerando hasta el punto de emision P. Y
esa seria la ecuacion mas simple, ya que si encima dependiera del angulo azimutal 6 y del
angulo ¢ (coordenadas esféricas) la ecuacion seria ain mas complicada. Si solo depende de r,
entonces, podemos escribir:

Ao
¢ = Tcos(k r — wt + 6;) (7)

Por dos razones: porque la potencia, en el mejor de los casos, se conserva, y también porque
la funcion de onda debe cumplir con (5). La (7) es una funcion de onda esférica.



Al ser ra<<rp entonces la amplitud en A es mucho mayor que en B.

Ahora, concentrémonos en la persona que estudia la onda en el “espacio de estudio #2”. El
cociente entre rc y rg es casi 1, ya que el espacio de estudio #2 es muy reducido y a gran
distancia del emisor. A causa de esto, escribir Ao/rc 0 Ao/re en (7) da casi el mismo valor.
Entonces podemos reemplazar directamente r por el promedio entre rc y 1, el cual llamamos
rr, en (7):

Ao
¢ = r—cos(k r — wt + 6;) (8)
F

Pero Ao/tr es una constante, la cual podemos llamar A1, y por otro lado al eje horizontal lo
podemos llamar “x”. Entonces la (7) nos queda:

¢ = A cos(k x — wt + ;) 9

Vemos que la ecuacion (9) es matematicamente mucho mas sencilla que la (7), pero solo
podemos aplicarla cuando estamos muy lejos del emisor y nuestro espacio de estudio es
mucho menor que la distancia al emisor.

Llamamos “frente de onda” a la superficie para la cual el valor de la funcion ¢ es el mismo.
Vemos en (7) que el frente de onda de una onda esférica es esférico, ya que ¢ es el mismo
para r constante.

Sin embargo, en la aproximacion hecha en (8), el valor de ¢ es el mismo para x=constante. El
valor de ¢ no depende ni de “y” ni de “z”, por lo tanto el frente de onda es un plano
x=constante. Es por eso que a la (8) se la llama “onda plana”.

[I%4)

El reemplazo de “r” por “x” no siempre es posible: se tiene que cumplir una condicion (ver
figura de abajo): en el espacio de estudio #2 debe cumplirse que el valor del nimero de onda
“k” multiplicado por la diferencia de camino entre ambos frentes de onda “d” debe ser mucho
menor que 27, de modo que al reemplazar el valor en el argumento de los dos cosenos:

cos(kr — wt + 6;)
cos(kx — wt + 6;)

Se obtenga un valor muy similar de ¢, en la (8) y en la (9).

Fuente

Frente de onda
esférico (exacto)

Frente de onda
plano (aproximado)



ONDA PLANA QUE VIAJA OBLICUAMENTE

Cuando tenemos una onda plana, nosotros podemos, por simplicidad matematica, asignar uno
de los ejes de coordenadas a la direccion de propagacion de la onda, como hicimos en (8).
Pero en general la onda plana puede estar viajando en el espacio con propagacion oblicua
respecto a los ejes de coordenadas.

En lugar de hablar de numero de onda, ahora hablamos de vector de onda k. El vector de onda
es perpendicular al frente de onda. Supongamos una onda plana armoénica con amplitud de 5,
que avanza oblicuamente en la direccion (3 i+ 4 j + 6 k), siendo i, j, k, los vectores unitarios,
con una longitud de onda de 10 metros y con una frecuencia angular de 20 rad/s.

1 Frente de onda

v

(Cuadl es la expresion de la funcion de onda?

¢=Acos(§ F—wt+ §;)

Sik=kyi+ kyJ+ ks k:
¢ =Acos(kyx+kyy+ksz—wt+ 6;)

Empecemos encontrando los valores de las componentes del vector de onda. Sabemos que:



Entonces el vector de onda es 0.628 multiplicado por un vector unitario que vaya en la
direccion del vector de onda:

S 3i+4j+6k _ d
7= 0628 JH6k) 0.241+0.32 +0.48 & ﬂ]
V3% + 42 + 62 m

Entonces la funcion de onda sera:

¢ =5co0s(0.24x+032y+048z—-20t+ J;)

Hasta ahora no podemos decir nada respecto de la fase inicial ;. Pero si ahora fuera dato que
para t=0.2, x=1, y=3, z=(-4), el valor de ¢ es de 2, entonces encontramos que d; =3.56rad o
di =5.88rad. Si ademads es dato que en ese punto e instante ¢ esta aumentando, nos quedamos
con 0; =5.88rad.



